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Einleitung. 



Lie hat versucht, seine Theorie der Transformations- 
gruppen, besonders der endlichen Gruppen (deren Trans- 
formationen nur von einer endlichen Anzahl Parameter 
abhängen) auf die Integration der Differentialgleichungen 
anzuwenden. Er zeigte, dass in fast allen Fällen, wo es 
bisher gelungen war die Ordnung einer gewöhnlichen 
Differentialgleichung zu erniedrigen, der innere Grund 
dafür die Existenz von Transformationen mit einer end- 
lichen Anzahl Parameter ist, welche die betreffende Diffe- 
rentialgleichung invariant lassen. Diese Transformationen 
bilden notwendig eine Gruppe. Jeder Transformations- 
gruppe, definirt durch ihre infinitesimalen Transformationen 
ordnete er gewisse Funktionen zu (deren Wichtigkeit schon 
erkannt war), die Differentialinvarianten, welche ungeän- 
dert bleiben bei allen Transformationen der Gruppe, und 
nur bei diesen. Ausgenommen gewisse spezielle Fälle, 
auf welche wir hier nicht einzugehen brauchen, ist jede 
Gleichung, welche bei allen Transformationen der Gruppe 
ungeändert bleibt, eine Beziehung zwischen diesen Diffe- 
rentialvarianten. 

So fruchtbar und weittragend seine Methoden sind, 
in diesem Falle reichen sie nicht aus, denn im Allgemeinen 
bleibt nicht jede gewöhnliche Differentialgleichung höherer 
Ordnung 



(1) ^(^'^'-ai — •* = o 

invariant gegenüber einer Gruppe im Sinne von Lie. Die 
partielle Differentialgleichung 

und die vollständigen Systeme die Lie untersucht hat^. 
bleiben in der Tat invariant gegenüber einer Gruppe 
die aus einer gewissen^ Anzahl Parameter und den n-f-l 
Variablen x, x^, x», . . . Xn aufgebaut ist. Aber solche 
Systeme sind von sehr spezieller Natur. 

Im Vergleich zur Vollständigkeit der Galois'schen 
Theorie der algebraischen Gleichungen kann die UnvoU- 
ständigkeit von Lie's Theorie am besten eingesehen werden 
wenn man bedenkt, dass: 

1) Bei einer gegebenen Differentialgleichung man 
nicht immer behaupten kann, dass die Reduktion vermittelst 
der Gruppe die einzig mögliche ist. 

2) Gewisse Gleichungen, wie die Differentialgleichung 
der geodätischen Linien der Flächen zweiter Ordnung,^ 
integriert werden können trotzdem sie keine Transforma- 
tionen in sich gestatten. 

Der Weg zur Verallgemeinerung von Lie's Methoden 
nach der Richtung der Galois'schen Theorie hin wurde zuerst 
von Picard angedeutet (Comptes Rendus 1883 und Annales 
de Toulouse 1887) und die erste Ausführung gab E. Vessiot 
(Paris These 1892; Annales de TEcole Normale Superieure 
1892). Vessiot untersuchte besonders die Differentialgleich- 
ung zweiter Ordnung und einige spezielle Fälle der Dif- 
ferentialgleichung dritter Ordnung. 

Die lineare Differentialgleichung vierter Ordnung,, 
deren Coeflöcienten Funktionen von x sind 



bietet ein ausgedehntes und interessantes Gebiet für die 
Untersuchung, welches bis jetzt noch sehr wenig betreten 
worden ist. Es ist für die vorliegende Arbeit viel zu weit^ 
und ich kann hier nur den Grund zu einer eingehenderen 
Untersuchung legen. 

Die sieben ersten Paragraphen sind nur der Vorbe- 
reitung gewidmet und notwendig noch unvollständig. 
§ 1 bringt einen Abriss der Picard-Vessiot'schen Theorie 
der Gleichung (3). Nicht nur ist derselbe notwendig für 
das richtige Verständniss des Folgenden, sondern er hat 
auch den Vorteil, eine vielleicht nicht ganz einfache Theorie 
an einem speziellen Beispiel zu erläutern. §§ 2 — 7 sind 
den Problemen gewidmet, die sich uns in § 1 aufgedrängt 
haben. §§ 8—10 sind Anwendungen. In § 11 wird eine 
umgekehrte Fragestellung erörtert: bei gegebener Resol- 
vente die ursprüngliche Gleichung zu finden. 



L Kapitel, 

Ueber die rationale Integration linearer Diffe- 
rentialgleichungen 4. Ordnung. 

§ I. Ueber rationale Integration. Stellung der Aufgabe. 

Wir. beschränken unsere Betrachtungen auf lineare 
homogene Differentialgleichungen 4. Ordnung. 

d^v d^v d*v dv 

Die Theorie der rationalen Integration ist eine Ans- 
dehnung der Galois'schen Methode auf Differentialgleich- 
ungen. 

Bationalitätshereich: Wir definiren zunächst folgen- 
dermassen den Rationalitätsbereich. 

[R] 

I ^ I 

Basis. Operationen. 

1. Alle Constanten. 1. Die rationalen algebra- 

2. Die unabhängige Va- ischen Operationen, 
riable x. 2. Differentiation. 

3. Unbestimmte Funktionen 
Yi . . . . y^ (die später 
ein Fundamentalsystem 
von Lösungen bilden sollen). 

4. Die Coefficienten der ^ "^ ~^^ 
Gleichung (1). 

5. Alle gegebenen Funktionen. 

Wenn wir einen Rationalitätsbereich [R] durch einen 
andern [R^] erweitern in solcher Weise, dass zur Basis 
von [R] eine gewisse Anzahl von Funktionen hinzugefügt 



iverden, so sagen wir dass diese Funktionen adjungiert 
^ind zu den Funktionen des Bereiches [R]. 

Die Gleichung heisst reducibel wenn sie ein Integral 
gemein hat mit einer Differentialgleichung niedrigerer 
Ordnung deren Coefficienten dem Rationalitätsbereich an- 
gehören. Im andern Falle heisst sie irreducibel. 

Eine rationale Differentialfunktion V soll im Gebiet 
[R] definiert sein wie in §§ 8, 9, 10. Wenn wir für die 
Integrale Yi .... 74 ein ganz^ bestimmtes Fundamental- 
system y^ . . . . y^4 setzen, dann nimmt V seinen nu- 
meriscJien Wert Yq (x) an; Vq ist nicht notwendig in [R] 
enthalten. 

Formale und numerische Invarianz: Führen wir auf 
die y die lineare Substitution von 4^ Parameter aus, 



(2) 



yS = 2'aikyk 



(i = l 



4) 



so geht V über in V* dessen numerischer Wert V^o ist. 
Wenn V und V^ identisch sind (§ 3) sagt Klein, dass V 
formal invariant ist; wenn aber V\ = Yq so ist V^ nu- 
merisch invariant (Vorl. über höhere Geom. II. p. 299). 
Das Eine folgt nicht notwendig aus dem Andern. 

Wenn yi . . . y^ ein Fundamentalsystem der Gleich- 
ung (1) bilden, so können wir offenbar schreiben 



(3) 



4.3 . . .(4-k+l), 



Dk 



1 . 2 . . . k "' ~ D 




dyi doy, 
^' dx dx» 


wo 




D= 






dy^ dV* 




^* dx dx» 




und 



(k = l 



4) 



10 



Dk = 



Yi 



74* 



dk-ly^ (jk + ly^ 



dx^-^ dx^+i 



dk-iy^ d^^ + iy. 



dxk-l dx^'^^ 



dx^ 



dx^ 



Die Gruppe (2) spielt in der Gleichung (1) die nämliche 
Rolle wie die Gruppe der Substitutionen von 4 Buchstaben 
in der Theorie der algebraischen Gleichungen 4. Grades. 

Es möge nun ß {y^ , . . . y^) eine rationale Funktion 
von den Integralen von (1) und ihren Ableitungen nach 
X sein; dann nennen wir der Kürze halber ä eine „rationale 
Funktion der Integrale*' (Gl. 2, § 8). Die Funktionen ß 
welche invariant bleiben bei allen Transformationen (4) 
spielen hier dieselbe Rolle wie die symmetrischen Funktionen 
der Wurzeln in der algebraischen Theorie. In Wirklich- 
keit sind diese ä Funktionen der ^, welche wir „funda- 
mentale Invarianten" nennen; denn Appell hat gezeigt 
(Annales de TÄcole Supörieure 1881) dass alle rationalen 
Funktionen von yi . . . yi rational ausgedrückt werden 
können durch x, ^, . . . . ^l^ und ihre Ableitungen. 

Gruppe der invarianten Funktion. Die Transforma- 
tionen der Gruppe (2) welche ß zulässt bilden eine Unter- 
gruppe, genannt die Gruppe der Funktion ß. Man er- 
hält die endlichen Transformationen in der Gleichung 

(4) ß {y\ r, y\ y\) = ß {y, y, ys y4)- 

Dieselbe gibt uns eine gewisse Anzahl von Beziehungen 
zwischen den Constanten aik, aus welchen wir ihre Aus- 
drücke durch eine bestimmte Anzahl von ihnen erhalten (§ 6). 
Transformierte Gleichung. Im Fall die Gruppe von 
i2, /> = 4* — s Parameter enthält, d. h. dass ß p unab- 
hängige lineare homogene Transformationen zulässt, dann 
ist ßy betrachtet als Funktion von x, das Integral einer 
Differentialgleichung />ter Ordnung (p < 16). Dieselbe heisst 



11 
die Transformierte der Gleichung (1). Wir schreiben sie 

wo F = i? (y\ . . . . y\). 

So ist z. B. F = y\ — y% y^ (§ 8, Gl. 2) invariant 
gegenüber der vier- parameter Gruppe IX von § 3 und 
die transformierte Gleichung von (1) welche F definiert, 
ist von der Ordnung /? = 4^ — 4 = 12, und kann erhalten 
werden durch zwölfmalige Differentiation von F und nach- 
folgende Elimination. 

Die Gleichung (5) hat als Integrale X? und die Werte 
welche man erhält, wenn mann an ß alle Substitutionen 
der Gruppe ausübt — sie hat keine anderen Integrale. 

Besolventen: Lehrsatz: Wenn eine rationale Funktion 
der Integrale y^ y4 einer linearen Differential- 
gleichung 4. Ordnung keine lineare homogene Transfor- 
mation in yi . . . . y^ gestattet, so können diese Integrale 
vermittelst dieser Funktion der Coefficienten der Gleichung 
und ihrer Ableitungen nach x ausgedrückt werden. Eine 
solche Funktion ist z. B. V = Ui y^ -|- ^2 72 + • • ^47^ wo 
die u alle Funktionen von x sind. 

Analogon zu Lagrange' s Theorem: Wenn eine rati- 
onale Funktion R (yi . . . y^) alle Transformationen der 
Gruppen der Funktionen von ß^ . . . ü^ zulässt, kann 
dieselbe vermittels dieser Funktionen, der Coefficienten 
der Gleichung und ihrer Ableitungen nach x rational 
ausgedrückt werden. 

So gestattet die Funktion (3) § 9 alle die Transfor- 
mationen von (1) und (2), und ist folglich eine rationale 
Funktion der beiden Letzteren, von k^ . . , k^ und ihren Ab- 
leitungen in Anbetracht von x. 

Bei Anwendung dieses Lehrsatzes lässt sich ersehen, 
dass die Gleichung (5) wenn irreducibel, die Eigentümlich-^ 
keit besitzt, dass ihr allgemeines Integral als eine alge- 
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J^raische Funktion eines besonderen Integrals durch eine 
Formel ausgedrückt werden kann, welche unverändert 
bleibt, was für ein Integral wir auch wählen. Die 
Gleichung (5) entspricht folglich den AbeFschen Gleich- 
ungen der algebraischen Theorie. 

Rationalitätsgruppe {Transformationsgruppe): Es' ist 
klar, dass im Allgemeinen keine DiflFerentialfunktion V 
einen rationalen Wert besitzt. Hat sie doch einen solchen, 
so heisst die Gleichung eine specielle Gleichung in [RJ. 
Zur genauen Untersuchung dieser speziellen Fälle bedienen 
wir uns der folgenden Lehrsätze von Picard, ergänzt 
durch Vessiot: 

Dieser Gleichung entspricht in Bezug auf den Ratio- 
nalitätsbereich [R], eine Untergruppe F der linearen homo- 
genen Gruppe (2) mit folgenden Eigenschaften: 

1) Jede rationale Differentialfunktion V, deren nu- 
merischer Wert rational ist, gestattet numerisch alle 
Transformationen von /", 

2) Jede Funktion V, welche numerisch alle Trans- 
formationen von r zulässt, besitzt einen rationalen nu- 
merischen Wert. 

r wird die Rationalitätsgruppe von (1) oder die 
Transformationsgruppe der Gleichung (siehe § 2 im letzten 
Abschnitt) genannt. Für eine specielle Gleichung ist diese 
Gruppe charakteristisch, und da das Fundamentalsystem 
der Integrale willkürlich gewählt werden kann, folgt 
daraus, dass wir nur die Typen der Gruppen (3) in Be- 
tracht zu ziehen brauchen. 

Charakteristische Invarianten Typus der Gleichung: Jede 
spezielle Gleichung wird durch eine Verbindung der Form 
^^ (X, Yi, Ya, . , .y'i . . )= «(X), charakterisiert wo y^ . . . y4 
ein System von Fundamentalintegralen bilden, ä ge- 
stattet die Transformationen von r entweder formal oder 
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numerisch, jedoch keine andere, a (x) gehört zu [R]. 
ii nennt man eine charakteristische Invariante von F. Umr 
den Typus festzustellen, welchem eine gegebene lineare 
Differentialgleichung angehört, ist es desshalb notwendig, 
folgende Probleme zu lösen: 

1) Bestimme die verschiedenen Typen der linearen 
homogenen Gruppen in vier Variabein. (In § 3 finden sich un- 
ter andern interessanten Gruppen gewisse primitive Typen) ^ 

2) Bestimme ß für jede dieser Typen und bilde die 
Differentialgleichung von welcher ß abhängt [die Trans- 
formierte der Gleichung (1)]. 

(3) Der gesuchte Typus wird die kleinste Gruppe sein 
die einer transformierten Gleichung entspricht, welche 
ein Integral besitzt das rational in x ist. 

Angenommen F^ sei die grösste ausgezeichnete Unter- 
gruppe von F und ß^ eine charakteristische Invariante 
von /i, so wird ß^ als eine Funktion von ß betrachtet,, 
einer gewissen Differentialgleichung genügen. Integriert 
man diese Gleichung, und adjungiert man eines dieser 
Integrale, so wird die Transformationsgruppe auf F^ re- 
duziert. Durch dieselbe Prozedur kann man sie noch 
mehr reduzieren. Der Wert dieser Methode liegt in fol- 
gendem Lehrsatz von Vessiöt (von Picard verallgemeinert): 
Wenn die vollständige Integration einer rationalen Hülfs- 
gleichung die Gruppe F reduziert, dann ist sie zu einer 
invarianten Untergruppe reduziert (§ 7). 

In besonderen Fällen, wenn die Hülfsgieichung der 
ersten Ordnung angehört, wird die Gruppe zu einer in- 
varianten Untergruppe mit einem Glied weniger reduziert. 

UeberblicTc: Kurz, diese Integrationstheorie hängt 
von der Lösung folgender Probleme ab: 

(1) Feststellung der verschiedenen Typen der alge- 
braischen Gruppen (§ 6) welche in der linearen homogenen 
Gruppe der vier Variablen enthalten sind. 
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II. Feststellung der charakteristichen Bedingungen 
unter welchen die Transformationsgruppe der gegebene^ 
linearen Gleichung auf einen dieser Typen reduziert wird, 
T§ 8 Gl. (3^), § 9 Gl. (11), § 10 Gl. (9)]. 

III. Gib, wenn der Typus bekannt ist, die Natur der 
JEülfsgleichungen an, welche zu integrieren sind. 

Diesen drei Problemen fügen wir das viel schwieri- 
gere bei: 

IV. Die Differentialgleichung ist gegeben, bestimme 
ihre Rationalitätsgruppe. 

§ 2. Zergliedernng des Problems. 

Integrabele Gruppen. Unter einer integrabelen Gruppe 
versteht man eine Gruppe welche eine invariante Unter- 
gruppe, mit einem Parameter weniger als die gegebene 
Gruppe, enthält; diese Untergruppe hat wieder eine in- 
variante Untergruppe mit einem Parameter weniger als 
sie selbst, u. s. w. 

Im 2. Teil, Kapitel VI seiner berühmten Thesen von 
1892 hat Vessiot die Hauptbedingungen der Integrabilität 
•durch Quadraturen angegeben. Obgleich an einem gege- 
Ibenen Beispiel wie unserm, solche Untersuchungen gewöhn- 
lich detaillierter ausgeführt werden können, unterlassen 
wir es jetzt und beschränken uns auf das Studium der 
nicht integrablen Untergruppen der linearen homogenen 
Oruppen (§ 1, 1) und ganz besonders derjenigen, welche 
Algebraisch sind (§ 1, I; § 6). Dazu bedienen wir uns 
<ies Engerschen Lehrsatzes: 

Bedingungen für die Integrabilität. Eine Gruppe ist 
^tets dann, aber auch nur dann integrabel, wenn sie keine 
dreigliedrige Untergruppe, mit der Structur der allge- 
meinen projectiven Gruppe mit einer Variabein, enthält. 

Nach unserer Methode haben wir daher vor allem 
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^u bestimmen, welche der Gruppen von § 3 Untergruppen 
haben, die isomorph mit der projectiven Gruppe mit einer 
Variabein und drei Parameter sind. 

Wir wollen daher die Gruppen, welche Untergruppen 
dieser Art enthalten, herausgreifen und annehmen, dass 
dieses die Transformationsgruppe der Differentialgleichung 
sei. Auf diese Weise werden wir das in § 1, 11 vorge- 
schlagene Problem lösen. Dann wird die Art der zu in- 
tegrierenden Halfsgleichungen offenbar werden. 



IL Kapitel. 



Ueber die Gruppen in R^ 
§ 3. Ueber die linearen homogenen Gruppen in R4 

Wenn alle Gruppen in R^ bekannt sind. Die infinitesi* 
malen Transformationen der linearen homogenen Gruppe 
werden gebildet aus Combinationen von 

Xi pk (i,k = 1...4) 
indem man x statt y gebraucht um es in Uebereinstimmung 
mit der gewöhnlichen Schreibweise zu bringen. 

Wenn wir dann die Gruppen in R4 gegeben haben, 
brauchen wir nur die Glieder Xi pk auszuwählen und nach- 
zusehen, oh diese für sich eine Gruppe bilden. Da infolge 
ihrer grossen Anzahl und der Länge ihrer Berechnung 
nach nicht alle Gruppen in R^ aufgezählt worden sind, 
können wir uns nicht vollständig auf diese sonst leichte 
Methode verlassen. 

Alle projektiven Gruppen in R^ sind bekannt. Nach 
einer andern Methode nimmt man die projektiven Gruppen 
in Rj, welche beinahe alle bekannt sind, und verwandelt 
sie in lineare homogene Gruppen in R4, indem man fol- 
gende Uebergangsformeln Lie's anwendet (Transformations- 
gruppen I p 579): 

p^^Pi q^4P2 r^4P» 

1 i xq=XiPo xr^x.p. 

xp=xip,— iJxi pi ^ T vr=x!p! 

f.. yP^sPi ^'^ zi^^Pj-iJxi pi 

^^>' Zp^XgPi Zq^XjPg M 

xu^ — X1P4 yU=— X2P4 zU=— x,p4 

U+xp^iPi— X4P4 U+yq=x,Pj~X4P4 U+zr^sPa— X4P4 
wo U=xp-j--yq+zr ist. 
Ich sagte, dass die projektiven Gruppen in R3 beinähe 
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alle bekannt seien, denn Lle und seine Schüler haben 
eine Anzahl derselben ausgerechnet und die Methoden an- 
gegeben, die zu deren vollständigen Feststellung anzu- 
wenden sind; aber so viel ich weiss ist das noch nicht 
im Einzelnen durchgeführt worden. 

Diese Methode befolgt man in den meisten Fällen 
in denen die linearen homogenen Gruppen in R^ zu be- 
stimmen sind (indem wir uns der Resultate der „Transfor- 
mationsgruppen" III, Abteilung III bedienen). Bei den pri- 
mitiven Gruppen in R4 können wir die erste Methode an- 
wenden, da Lie zwei dieser Gruppen bestimmt hat und 
die übrigen neun von J. M. Page (Amer. Journ. 1888, Leipz» 
Dissert. 1888) ausgearbeitet worden sind. 



Gruppen in R^ : Die Gruppen, welche die Richtungen 
eines Punktes von allgemeiner Lage in R4, der fest bleibt, 
transformiren, sind I, II und III: 



I Pk ; Xi pk ; XiU; XgU; XgU; x^U; (i, k=l ... 4) 



4 
Wie gebräuchlich ist U=2'Xi pi . Dieses ist die all- 

gemeine projektive Gruppe in R4. 

II 



Pk, Xi Pk, (i, k=l .... 4) 



Dieses ist die allgemeine lineare Gruppe. 
III I Pk, Xj Pk ; Xj Pi — XkPk (i, k=l . . 4) izfzk 



Dieses ist die spezielle lineare Gruppe. 

Die einzigen Glieder in I und II, die wir gebrauchen 
können sind: 
(2) Xi Pk (i, k=l 4) 

Bilden diese für sich allein eine Gruppe? Bilde den 
Klammerausdruck von Jacobi: 

[Xi Pk , Xii Pki ]. 

Nun ist pk(Xii) = oder 1 je nachdem k4=i^ oder 
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k=i^ ist. Ebenso ist Pki(Xi )=0 oder 1 je nachdem ki4=^* 

oder ki=i ist. Daher müssen wir folgende Fälle unter- 
scheiden : 

a) i=k, zjziS zjzki 

b) i=k, =iS =j=ki 

c) i=k, 4=iS =ki 
(3) d) i=k, =iS =ki 

e) izjzk, =iS =ki 

f) iz^k, =iS 4=k^ 

g) i4=k, z|=ii, =k^ 

h) izfzk, 4=is 4=k^ 

b) und e) sind aequivalent. Ein wenig Nachdenken führt 
uns zu der Ueberzeugung, dass (2) in der That eine Gruppe 
bildet. Wir haben festzustellen, ob diese Gruppe integrabel 
ist oder nicht. 

Dass (2) eine Gruppe bildet Hesse sich schon daraus 
schliessen, dass II aus zwei Arten Glieder besteht, pk — 
Translationen und xt pk — Rotationen; es ist klar, dass 
«ine jede derselben für sich allein eine Gruppe bildet, 
doch kann diese Methode nicht immer angewendet werden 
— so z. B. nicht bei I — und ist es desshalb besser die 
allgemeine Methode zu gebrauchen, welche sich auf alle 
Fälle anwenden lässt. 

Die einzigen Glieder in III enthalten, w^elcher wir 
uns bedienen können, sind : 

<4) Xi Pk , Xi pi — Xk Pk 

i4:k (ik=l ... 4) 

Da [Xi Pk , Xi Pi — Xk Pk ] = — 2xi Pk ist, folgt daraus, 
dass die Glieder (4) eine Gruppe bilden. Wir haben fest- 
zustellen, ob diese integrabel ist oder nicht. 



Die Gruppen, welche eine Fläche zweiter Ordnung 
invariant lassen, sind : IV, V, VI, VII und die imprimitive 
Gruppe VIII. 



IV 
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Pi , Xi pk — Xk Pi (i, k=l 4) 



Dieses ist die Gruppe der Euklidischen Bewegungen 
und Aehniichkeitstransformationen. 



V _ 

VI 

VII 



Pi , Xi Pk— XkPi , U (i, k=l 4). 



Pi — Xi U, Xi Pk — Xk Pi (i, k=l 4) 



Diese Gruppe lässt x\-]-x\-\-x\'{-x^^=l invariant. 



4 

Pi , Xi Pk — Xk Pi , U, 2xi U — Pi Jx^j (i, k=l ... 4) 

tl 



Dieses ist die Gruppe der conformen Transformationen. 
Wir können ihnen die imprimitive Gruppe beifügen: 



VIII 



X4P1+X2P3, XiPi~X2P2+X8P8~X4P4, XjPs+XiP^ 

X4P2+X1P3; — XiPi+XgP^+XaPa— x,p4, XsPi-f X2P4 U 



welche XjX^— XiX2=0 invariant lässt. 

In IV und VI können wir noch folgende Glieder 
anwenden : 

(5) Xi Pk - Xk Pi 
und in V und VII . folgende : 

(6) XiPk— XkPi,U 

Es ist sehr leicht zu beweisen, dass (6) eine Gruppe 
bildet, von welcher (5) eine Untergruppe ist. Wir müssen 
nach der Integrabilität dieser Gruppen forschen. Es ist 
nebenbei zu bemerken, dass wenn (5) nicht integrabel 
ist, (6) es auch nicht ist. 

Dieselbe Untersuchung muss mit VIII vorgenommen 
werden. 

Die Gruppen, welche eine Curve dritter Ordnung wie 
• x,x-x,'=0 

^^^ x^x\-x,^=0 

in R3 invariant lassen, sind IX und X. 
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IX 



Pk, XiPi— XjP2+3(X4P^— XgPs), X4P1+2X1P2+3X2PS, 
2X2P1+X0P2+3X1P4, U 



und deren Untergruppe 



Pk, XiPi— x,p2+3(x4p,— XjPj), X4P1+2X1P2+3X8P8, 

2X2P,, + X3P2+3XjP^. 



Hier brauchen wir nur die Glieder pk wegzulassen 
und was übrig bleibt, bildet augenscheinlich eine Gruppe. 
Was von X übrig bleibt, ist schon eine Gruppe von drei 
Parametern und wir können gleich Engel^s Lehrsatz (§ 2) 
darauf anwenden. Und da die Glieder von X mit U 
vertauschbar sind, folgt daraus, dass dieselben Schlüsse 
auf IX passen. 

Die Gruppen, welche den linearen Gomplex 
(8) dz+xdy— ydx=0 

invariant lassen, sind XI und XII. 



XI 



X4P1— X2P3, X^Pa+XiPg, X^P3, XiPi— X2P2, X2P1, 
X8P1+X2P4, Xjpg-Xip^, Xgp^, X1P2, X3P8- x^p^ U 



und deren Untergruppe 
XII 



X4P1— X2P3, x^p^+XjP,, XiPa, XiPi— X0P2, x,pi, 
XsPi + X2P4, X8P2— X1P4, Xgp^, X1P2, X3P3— X4P4 



Wie bevor, müssen wir die Integrabilität von XII 
erforschen und es lassen sich dieselben Folgerungen auf 
XI anwenden. 

Ueberblick: Wenn wir uns kurz fassen, müssen wir 
in Betracht ziehen: 
I 



jj 1 die Glieder 



Xi Pk 
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m 


die Glieder 


Xi Pk , Xi Pi 


— XkPk i+k 


















IV 
VI 


j die Glieder 


Xi Pk -- 


XkPi 














V 
VII 


die Glieder 


Xi Pk — Xk Pi , U 




VII alle Glieder 

IX l 

^ alle Glieder ausser pk 

IJj j alle Glieder. 

Diesen können wir noch die 
{Transformationsgruppen III p 214) 


imprimitive Gruppe 


XIII 


X4P1, X4P2, X4P3, 2X3P1+2 
2X3P2+X1P3, 


2P3» X1P1-X2P2, 
U 



beifügen, welche den unendlich fernen Kegelschnitt 

x^=0, XjXg— x,=0 
invariant lässt. 

Bemerkung : Es wird für später von Nutzen für uns 
sein, wenn wir uns merken, dass die invarianten Conflgura- 
tionen der angeführten Gruppen entweder zweiten oder 
dritten Grades sind. 



§ 4. lieber dreigliedrige Untergruppen. 

Methoden zur Bestimmung der dreigliedrigen Unter- 
gruppen, Der nächste Schritt wird sein, zu bestimmen, 
ob die Gruppen in § 3 integrierbar sind oder nicht. Wenn 
die Gruppe integrierbar ist, so kann die Gleichung, wel- 
cher die Gruppe entspricht, mittels Quadraturen integriert 
werden, andern Falls ist die Gleichung nicht so einfach zu 
lösen. Die allgemeine Methode (§ 2) besteht darin, die drei- 
gliedrigen Untergruppen der gegebenen Gruppen zu be- 
stimmen und nachzusehen, ob sie isomorph sind mit der 
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dreigliedrigen projectiven Gruppe mit einer Variäbeln. 
Es gibt drei Methoden für die Bestimmung: 

1) Mail bestimmt die gesuchten Untergruppen in- 
dem man Gebrauch macht von der Kenntnis, die wir von 
den Gebilden haben, welche die Gruppe invariant lässt; 

2) Man nimmt die projectiven Gruppen im dreidi- 
mensionalen Raum und ihre Untergruppen, wie sie Lie 
in den Transformationsgruppen (III; Abteilung III) gege- 
ben hat, und geht, indem man die Uebergangsformeln 
von § 3 anwendet, über zu den linearen homogenen Grup- 
pen und Untergruppen im vierdimensionalen Raum (RJ; 

3) Man wendet die algebraische Methode an, wie 
sie Lie in den Transformationsgruppen (I pag. 208) ge- 
geben hat. 

Die letztere Methode ist gewöhnlich so lang, dass 
man sie nur anwenden wird, wenn andere Methoden ver- 
sagen. 

Methoden der derivierten Gruppen: Weil unser letz- 
tes Ziel ist, zu bestimmen, welche von den Gruppen in 
R^ nicht integrabel sind, und welche — wenn es über- 
haupt solche giebt — integrabel sind, so können wir vom 
folgenden Lehrsatz Gebrauch machen^): 

Eine r-gliedrige Gruppe ist dann und nur dann in- 
tegrabel, wenn ihre r*® derivierte Gruppe sich auf die 
Identität reduciert. 

Der Vorteil dieser Methode liegt in der Thatsache 
dass, falls die Gruppe integrabel ist, die erste derivierte 
entweder X^ Xg . . . Xr-i ist, oder in ihr enthalten ist. 
Diese Bedingung ist notwendig, aber nicht hinreichend. 
Daher können wir ohne weiteres sagen, dass, wenn alle 
Glieder Xj . . . Xr wieder erscheinen, die Gruppe nicht 
integrabel ist. Oder wenn nötig, so können wir das 
Verfahren wiederholen und finden, dass, obgleich in der 

') Vergl. Lie-Scheffers. — Contin. Gr. pag. 548. 
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ersten derivierten Gruppe ein Glied z. B. Xr fehlt, die 
zweite derivierte Gruppe alle Glieder enthält, welche die 
erste derivierte Gruppe schon enthielt, und dass daher 
die r*® derivierte Gruppe sich nicht auf die Identität re-- 
duzieren kann. Der Grund hiefür ist, dass die zweite deri- 
vierte Gruppe zwei Glieder weniger enthalten- nauss^ 
als die gegebene Gruppe. Es wird kaum nötig sein, zu 
erwähnen, dass die Bezeichnung X^ . . . Xr keine feste 
ist, sondern dass irgend eine der infinitesimalen X^^^nsfor- 
mationen mit irgend einem Xg bezeichnet werden kann^ 
und wenn die successiven derivierten Gruppen gebildet 
sind, so können wir jederzeit die infinitesimalen Transfor- 
mationen anders benennen. 

Allgemeiner können wir sagen: 

Wenn die (r — &/« derivierte Gruppe (k < r) alle Olie- 
der der (r — Jc-\-lY^^. derivierten enthält, so ist die gegebene 
Gruppe nicht integrdbel. 

Wenn r gross ist, so wird diese Methode langwierig^ 
besonders wenn k > 1 ist, und die Methode mit Hülfe der 
dreigliedrigen Untergruppen ist. dann eleganter. 

Kombinierte Methode: Im besonderen finden wir mit- 
telst dieser kombinierten Methode einen ausgezeichneten 
Ersatz für die Normalisierung der dreigliedrigen Unter- 
gruppen, wo man nachsieht, ob sie die Struktur der drei- 
gliedrigen projectiven Gruppe mit einer Variabein haben. 
Mit Rücksicht auf die obige Bemerkung ist r=3 und k < 3 ; 
daher brauchen wir nur die erste derivierte Gruppe der 
betrefi'enden dreigliedrigen Untergruppe zu bestimmen; 
wenn alle drei Glieder X^XgXj wieder erscheinen, ist die 
Gruppe sicher nicht integrabel. Um behaupten zu können, 
dass die Gruppe integrabel sei, müssen wir diese Methode 
auf alle dreigliedrigen Untergruppen der gegebenen Gruppe 
anw^enden und zeigen, dass Tceine von ihnen perfekt ist. 
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§ 5. lieber die Integrabilität der Gruppen. 

Wir wollen nun die Gruppen betrachten, die wir am 
Schlüsse des § 3 zusammengestellt haben. 

1) Der Satz von Lie (Transformationsgruppen I pag. 
561, Th. 98) spezialisiert lautet: 

Die allgemeine lineare homogene Gruppe 



(1) Xi pk i,k=l 



enthält nur zwei invariante Untergruppen, nämlich die 
spezielle lineare homogene Gruppe und die eingliedrige 
Gruppe XiPi+ . . . H-x^p^. 

Es folgt ohne weiteres aus der Definition (§ 2), dass 
diese Gruppe nicht integrabel ist. 

Ein anderer Weg führt zum gleichen Schluss, indem 
man bemerkt, dass die erste deri vierte Gruppe unter an- 
deren die folgenden Glieder enthält : 
2) x,p2, XgPi, x,pi— X2P2 

welche wie wir bald sehen werden, eine einfache dreiglied- 
rige Untergruppe der Gruppe III des § 3 bilden. Daraus 
ergiebt sich der Satz: 

Die allgemeine lineare homogene Gruppe in R^ (und 
allgemein in i?„) ist eine nicht integrdbele Gruppe, 

2) Greifen wir die spezielle lineare Gruppe heraus 



(3) 



Xi Pk , Xi Pi — Xk Pk 



und betrachten nur die Glieder 

Xi=XiP2, X2=X2Pi, X3=XiPi — X2P2 
so können wir* leicht mit Hülfe des Jacobi'schen Klammer- 
ausdruckes verifizieren, dass sie eine Untergruppe der 
gegebenen Gruppe bilden, und dass diese ihre eigene erste 
derivierte Gruppe ist, woraus dann der Satz folgt: 

Die spezielle lineare homogene Gruppe in R^ ist eine 
nicht integrdbele Gruppe, 

Wie wir bereits gezeigt haben, schliesst dieser Satz 
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den Fall der allgemeinen linearen homogenen Gruppe in 
sich und entspricht der Bedingung am Ende des § 4, wo 
bewiesen wurde, dass eine Gruppe sicher nicht integrabel 
ist, wenn sie eine nicht integrable Untergruppe enthält. 
3) Weil 



<4) 



Xi Pk — Xk Pi 



eine Untergruppe von 



{5) XiPk— XkPi, X1P1+X2P2+X3P3+X4P4 



ist, so folgt durch dieselbe Kette von Schlüssen, dass (5) 
nicht integrabel ist, vorausgesetzt, dass (4) es nicht ist. 

Wählen wir die Glieder: 
(6) Xi=XiP2~XoPi, Xg^XiP^— x^Pi 

X3=X2P4 X4P2 

SO haben wir eine dreigliedrige Untergruppe, und 
<7) {X,X,)=-X,, {X,X,)=X,, {X,X,)=X, 

d.h. ihre dritte derivierte Gruppe kann sich nicht auf die 
Identität reducieren, und daher ist diese dreigliedrige Un- 
tergruppe perfect, woraus folgt: 

Die betrachteten primitiven Gruppen in R^, welche eine 
Fläche zweiter Ordnung invariant lassen, sind nicht integrabel. 



Unter den dreigliedrigen Untergruppen von VIII 
§ 3 ist eine 

(8) Xi=X4Pi+X3P3, X2=:^XiPi— X2P2-}-X3P3— X4P4 

X3=XsP2+XiP4 

Ihre Zusammensetzung ist: 

(9) (X,X2)=X„ (X,X3)=-X2, (X2X3)=2X3 

und daher kann ihre derivierte Gruppe sich nicht auf 
die Identität reducieren, woraus folgt: 

Die imprimitive Gruppe VIII, welche die Oberfläche 
XjX^ — XiX2=0 invariant lässt, ist nicht integrabel, 

4) Genau dieselben Schlüsse, wie oben, zeigen dass, 
wenn X nicht integrabel ist, es auch IV nicht ist. 
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Bezeichnen wir 

(10) —2X2= x,pi— X2P,+3(X4P^— X3P3) 

Xi= X4P1+2X1P2+3 X2P3 
X3=2XiPi+ X3p,+3 X1P4 
so folgt: 

(11) (X,X,)=X„ (X,X3)=2X2, (X,X3)=X3 

welche wiederum die Structur der projectiven Gruppe 
der Geraden ist. Daher der Satz: 

Die Gruppen IX und X, welche die Raumcurve dritter 
Ordnung 

invariant lassen, sind nicht integrabel. 

5) Die Untergruppen der Gruppen XI und Xll;^ 
welche den linearen Complex dz-j-xdy — ydx=o invariant 
lassen, sind vollständig behandelt worden von Knothe*). 
Dreigliedrige Untergruppen existieren nur, wenn kein 
Punkt invariant bleibt (siehe auch Lie-Engel III pag. 295). 

Wenn keine gerade Linie invariant bleibt, so bleibt 
eine Raumcurve dritter Ordnung invariant. Aber wir 
haben bereits (in No. 4) gesehen, dass in diesem Falle 
die Gruppe nicht integrabel ist. 

Wenn eine gerade Linie invariant bleibt, so ist sie 
eine Complexgerade oder eine Nichtcomplexgerade. 

Wenn sie eine Nichtcomplexgerade ist, so ist die 
grösste zugehörige Untergruppe von XI und XII: 



(12) XiPj, XiPi— X2P2, X2P1, x^p3, X3P3— X4P4, X3P,. 



Ihre Untergruppe 

(13) Xi=X4P3, X2=X3P3— X^p^, X3=X3P4 

hat die Zusammensetzung 

(13) (X,X,)=2X„ (X,X3)=-X„ (2X3X3)=2X3 
und ist daher nicht integrabel. 



') E. Enothe Archiv for Mathematik og Naturvidenskab- 
Bd. 15, 1892. 
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Wenn die gerade Linie eine Complexgerade ist^ 
haben wir den Fall der Euklidischen Bewegungen und 
Aenlichkeitstransförmationen, welche wir schon (in No. 3) 
betrachtet haben. 

Wir schliessen daraus: 

Die Gruppen XI, XII, welche den linearen Complex 

(14) dz-\-xdy—ydx=^ 
invariant lassen sind nicht integräbel, 

■ 6) Es bleibt noch die Gruppe XIII welche den un- 
endlich fernen Kegelschnitt X4=o, x^x, — X3^=o inva- 
riant lässt. 

Unter anderen enthält sie die dreigliedrige Unter- 
gruppe 

(15) Xi=2X3Pi+XgP3, X2=XiPi~X2P2 

— X3=2X3P2+XjP3 

von der man sofort erkennt, dass sie, wie folgt zusam- 
mengesetzt ist: 

(16) (X,X,)=X„ (X,X3)=2X„ (X,X3)=X3 

und, wie oben, folgt dann: 

Die Gruppe Xllly welche den unendlich fernen Kegel-- 

schnitt x^=^Oy x^x^ — Xq^=o 

invariant lässt, ist nicht integräbel. 

Alles zusammengefasst haben wir also: 

Alle Gruppen in der Zusammenstellung in § 3 sind 

nicht integräbel. 



Es ist vielleicht von Interesse, einen Ausnahmsfall 
zu den obigen Gruppen auszuführen, nämlich eine integra- 
bele Gruppe. 

Betrachten wir die Gruppe: 



XIV 



Xi=X4Pi+2XiP,+3x2P3, X2=XiPi+2x,p2+3x3P3 

X3=X4P2+3XiP3, X4=XiPi-fX2P2+XgP3+X^P4 
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welche die Cayley'sche Oberfläche 
(17) 3Xj X2X4 — X3X4* — 2Xi ^=0 

invariant lässt. 

Die Gruppe XjXgXgX^ enthält XjXgXg als eine 
invariante Untergruppe, und diese Gruppe ihrerseits die 
invariante Untergruppe X^Xg, und daher gilt: 

Die Gruppe, welche die Cayley'sche Oberfläche dritter 
Ordnung 

{17) 3x^x^x^ — ^3Ä?4^ — 2x^^=0 

invariant lässt, ist integrdbel. 

§ B. Beweis dass die Gruppen algebraisch sind: 

Erste Methode : Nach dem, was wir in § 2 angeführt 
haben, haben wir uns nur auf algebraische Gruppen zu 
beschränken. 

Die Gruppen in § 3 sind homogen, aber weil wir 
uns ausschliesslich nur mit infinitesimalen Transformationen 
beschäftigt haben, so müssen wir uns überzeugen, dass 
sie wirklich algebraische Gruppen darstellen. 

Es ist unnötig, diese Untersuchung für alle Gruppen 
des § 3 zu machen, und wir wollen andeuten, wie wir 
uns von dieser Thatsache überzeugen können. 

1) Betrachten wir beispielsweise die sechsgliedrige 
Gruppe 

Xi Pk— XkPi i,k=l ... 4 
oder in extenso geschrieben: 

1) X1P2— x,p, 4) X2P3— X3P2 

2) x,p3— X3P, 5) Xgp^-x^pg 

3) XjP^— X4P1 6) X3P4— X4P3 
Betrachten wir zuerst nur (1). Ihre endlichen Gleichungen 
sind, wie man leicht sieht 
P^) fXi^=XiCOS ti — XgSin t^ 

lX2^=XiSin ti-j-XgCOstj 



und ebenso für die andern: 


1») 


x,»= 


=ßiXi— As» 




x,»= 


=Axi+aiXä 


31) 


x,i= 


=03X1— ^jX^ 




X4>= 


=/98Xi4-a8X« 



29 



21) x^^=a^Xj^—ß,x^ 
X3 =^2X1-1-02X3 

4I) X2l=:a4X2— ^84X3 
X3'=i34X2+«4X3 

51) Xg 1=05X2— /JgX^ 61) x^^=af,x^—ß^x^ 

X4 l=/95X2+Cf5X4 X4l=/9«X3-f-öeX4 

Einzeln betrachtet, haben wir sechs Transformationen^ 
aber, wenn wir alle zusammen betrachten, so ist es klar, 
dass wir schreiben können: 

I5Xil= (ffi+Ö2+«3)Xl— i8lX2— i92X3— /JgX^ 
8X2!= ß,x,-\-{a,-^a^-i-a,)x,-ß^x^—ß,x, 
8X3!= i92Xi+/34X2+(«2+«4+«i)Xs— Äx, 
8X4!= ^3Xi-f-^5X2-|-i9«X3+(a3-f«5-|-ae)X4 

Dem Anscheine nach haben wir zwölf Paramenter, 
in Wirklichkeit aber nur sechs; denn 

ai =cos ti , ^i =sin ti 

Umgekehrt können wir nun die infinitesimalen Transfor- 
mationen herleiten aus den endlichen ; aber es wird nötig 
sein, um in Betracht zu ziehen, dass 8 eine beliebige kleine 
Grösse ist, und dass wir 8 ersetzen hönnen durch 8 8. 

2) Als weiteres Beispiel wollen wir eine viergliedrige 
Gruppe betrachten, z. B. 
IX 1) XiPi— X2P2 — 8X3P34-8X4P4 

2) X4P1+2X1P2-I-8X2P3 
8) 2XiPi-fx3P2-|-8XiP4 
4) XiPi-fx2P2+X3P3-|-x,p4 
Indem wir jede einzelne für sich als eine eingliedrige 
Gruppe betrachten, finden wir leicht, dass: 

li)Xi'=aXi, X2i=a-ix2, X3 1=0-8X3, X4 1=08X4 

21) Xil=Xj+X4t2, X2l=2Xit2-fX4t2S X3l=8Xjt2*+X3+X4t2* 

X4'=X4 



^) 
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O ) Xj =Xi-\SX.2%-J-^S% y ^2 ^^^^^2 I ^3%> ^3 ^^^^3> 
X4 =0X113-1-0X213 -f-X3t 3-I-X4 

41) Xi 1=^X1, X2^=^X2, X3»=/9x3, X4i=/9x4 
-wo a=e*i , j9=e*i ist. Betrachten wir aber alle zusam- 
men, so ist klar, dass die gesuchten infinitesimalen Trans- 
formationen aus den folgenden endlichen Transformationen 
erhalten werden können : 

4x/= (ö-fi9-f-2)Xi-f 2t3X2+t8%-f tgx, 
4x2^= 2t2X,+(a~H^/9-|-l)X2+t3X3-f t,«x, 
4x3^= 3t2%+(a-8-f /9-|-2)x3-f t2% . 
4x,i=3t3Xi+3t3%-|-t3«X3-f(««-f/9-f-2)x, • 

wo wir wie vorher, die willkürliche Constante ^ti durch 
4^ti zu ersetzen haben. 

Es ist nur klar, dass die endlichen Transformationen 
^Uer Gruppen in § 3 in gleicher Weise sich ergeben müs- 
sen als linear, homogen und algebraisch. 

Zweite Methode: In § 1, Gl. (4) haben wir eine an- 
gegeben, um die endlichen Transformationen zu finden.* 
Diese Methode können wir hier sehr gut anwenden, da 
^ir ja in jedem Falle das invariante Gebilde kennen. 

Betrachten wir als Beispiel der Untergruppe von 
VIII, indem wir das Glied U weglassen. Sie stellt eine 
isechsgliedrige Gruppe vor, welche die Oberfläche X3X4— 
XiX2=o invariant lässt. 

Um die endlichen Gleichungen dieser Gruppe zu' 
bestimmen, schreiben wir: 

t7J X3 X^ Xj X2 =z=X3X4 ^1^2 

•d. h. ausführlich : 

(asiXi+a82X2-|-a33X3-f-a34XJ {^^^^x+^^^yit+^^zyit+^^^^) — 

X3X^ "^4''^2 

Dies giebt uns zehn Gleichungen zwischen den sechs- 
^ehn Grössen a, und wir können daher zehn von ihnen 
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als Funktionen von den sechs übrigen als unabhängigen 
Variabein bestimmen, was beweist dass unsere Gruppe 
«echs unabhängige Paramenter enthält. 

Es ist aber begreiflich, dass Fälle vorkommen kön- 
nen, wo es unmöglich ist, eine gewisse Anzahl der Para- 
meter, sagen wir r, als Funktionen der übrigen 16 — r 
darzustellen; aber diese Unmöglichkeit kann hier nicht 
vorkommen, wie die andere Methode, die wir angewendet 
haben, gezeigt hat. 

Daraus folgt: 

Wir können die endlichen Gleichungen unserer Grup- 
pen bestimmen, indem wir simultane algebraische Gleichungen 
auflösen. 

§ 7. Invariante Untergruppen. 

Gemäss unserer allgemeinen Theorie reduciert die 
Adjungierung der Integrale einer Hülfsgieichung die Trans- 
formationsgruppe zu einer invarianten Untergruppe (siehe 
§ 1 pag. 11). Die Kenntnis der invarianten Untergruppen 
ist daher notwendig zu vollständigem Verständnis der Natur 
der auszuführenden Reductionen. 

Unter einer m-gliedrigen Untergruppe der r-gliedri- 
gen Gruppe X^ . . . Xr verstehen wir, dass 
1) [XiXk]=Xs; i,k,s = l . . . m 

Die Untergruppe ist invariant, wenn 

2) ix,x.i=x.; {^it:::;"" 

Die allgemeine lineare Gruppe enthält als invariante 
Untergruppe die specielle lineare Gruppe, die letztere 
keine invariante Untergruppe. 

V hat IV zur invarianten Untergruppe, während die 
letztere keine invariante Untergruppe hat. Wenn die 
Anzahl der Parameter klein ist, wie meist in diesen Fäl- 
len, so können wir, in Ermangelung anderer Methoden, 
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alle möglichen linearen Combinationen der Transformatio- 
nen bilden (in diesem Falle alle möglichen linearen Com- 
binationen von 5, 4, 3, 2 Gliedern), dann nachsehen ob 
sie, gemäss 1), Untergruppen bilden; und, wenn dies der 
Fall, so zeigt (2), wie man findet, ob sie invariante Un- 
tergruppen sind. 

VIII hat als invariante Untergruppen: 

(3) 
und 

(4) 

Diese Tatsache ist auch leicht zu verificieren, da ja 
VIII dieselbe Structur hat, wie die projective Gruppe: 



1 x,Pi+x 


2P». 


XiPi 


— x«P. 


+ x 


»P»- 


-X4P4. 


XSP2+X1P4 




1 X4P2+X 


iPjr 


-XiPi 


+ XgP 


.+^ 


»Ps- 


-X4P4, 


X8Pl+X8P4 



(5) 



p, xp, x^p, q, yq, y^q 



Die Gruppe IX hat X als invariante Untergruppe, 
und X hat keine invariante Untergruppe, weil sie genau 
dreigliedrig ist, und wir gesehen haben, dass sie nicht 
integrabel ist. 

XIII hat als invariante Untergruppen: 



(6) X4P1, X4P2, x,p8, 2X8P1+X2P3, XiPi— X2P2, 2X3P2+X2P3 



(7) 
(8) 



X4P1, X4P2, X4P3, XiPi+XgPg+XgPg-f X4P4 



X4P1, X^Pjj, X4P3 



XI hat XII als invariante Untergruppe. 

Endlich enthält XIV, weil sie integrabel ist, eine 
dreigliedrige invariante Untergruppe, und die letztere eine 
zweigliedrige invariante Untergruppe. 



III. Kapitel. 

Anwendungen. 

Einleitung, Wir müssen nun gemäss § 2 voraus- 
setzen, dass jede Gruppe der Reihe nach die Transfor- 
mationsgruppe unserer Differentialgleichung ist und jetzt 
sehen wir mit Hülfe unserer gruppen-theoretischen Unter- 
suchungen, dass wir drei Arten von Problemen vor uns 
haben, welche wir folgendermassen formulieren können: 

1) Die Reduction zu untersuchen, die aus der Existenz 
der speciellen linearen Gruppe als eine invariante Unter- 
gruppe der allgemeinen linearen Gruppe folgen. 

2) Die Eigenschaften unserer Differentialgleichung zu 
untersuchen, wenn eine cubische Relation zwischen den 
Integralen invariant bleibt. 

3) Die Eigenschaften unserer Differentialgleichug zu 
untersuchen, wenn eine quadratische Relation zwischen 
den. Integralen invariant bleibt. 

Betrachten wir ein bestimmtes Fundamentalsystem 
von Integralen als Coordinatenaxen in R^. Dann werden 
die Transformationen einer Gruppe gewisse Gebilde in- 
variant lassen. Wenn diese Gebilde mit Hülfe von m 
Parametern (m < 4) ausgedrückt werden können, so kann 
bewirkt werden, dass die Integration unserer Differential- 
gleichung abhängt von einer andern Differentialgleichung 
m*«** Ordnung. 

§ 8. Erste Reduction, die sich aus der Existenz der 
speziellen linearen Gruppe ergiebt. 

Statt mit Hülfe der vorigen Methode den Satz zu 
beweisen: „Eine lineare Differentialgleichung 4. Ordnung 
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kann -mit Hülfe einer Quadratur auf eine nichtlineare 
Differentialgleichung 3. Ordung reduciert werden*^, wollen 
wir gleich den allgemeinen Satz: „Eine lineare Differential- 
gleichung n*®^ Ordnung kann mit Hülfe einer Quadratur 
a.uf eine nicht lineare Differentialgleichung (n — 1)*®** Ord- 
nung reduciert werden", beweisen. 

Die Differentialgleichung n*^^ Ordnung: Betrachten 
wir die allgemeine lineare Differentialgleichung n*®^ Ord- 
nung: 

(1) d^+»^id^HT+-rT2"'^^"dx^^+ • • • +>fny=o 
Ihre Transformationsgruppe ist die allgemeine homo- 
gene lineare Gruppe mit n Variabein und n^ Parametern. 
Diese Gruppe enthält eine invariante Untergruppe mit 
ii^ — 1 Parametern, die spezielle lineare Gruppe. Diese 
letztere ist einfach. 

Aus der obigen allgemeinen Theorie folgt, dass diese 
Differentialgleichung mittelst einer Quadratur auf eine 
nicht lineare Differentialgleichung (n — 1)*«^ Ordnung redu- 
ciert werden kann. 

Die Invariante der speciellen linearen Gruppe ist: 



<2) D = 



Yi y'i . . . y/^-^> 
y2 y'2 ... y2<"-^) 



yn y'n . . . y,/^-^> 
Die Regel der Differentiation einer Determinante 
pter Ordnung lautet: Man bilde die Summe der p Deter- 
minanten, von denen jede einzelne mit der ursprünglichen 
Determinante in allen mit Ausnahme einer einzigen Co- 
lonne (oder Zeile) übereinstimmt, indem nämlich die erste 
Determinante in der ersten Colonne (oder Zeile) statt der 
ursprünglichen Elemente deren Ableitungen, ebenso die 
zweite Determinante in der zweiten Colonne (oder Zeile) 
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Statt der ursprünglichen Elemente deren Ableitungen ent- 
hält, u. s. w. Nämlich: 



D' = 



y i?y i,y i, 



y n^y n^y n> 



+ 



+ 



y',y"i,y".,y,'" 



>n>yn jyn , yn 
(n-2) v.(») 



+ ... 



yi, . . . yi^"-^',yi 



yn . . . yn'"-^' ,yn("> 



folglich 



D' = 



yi, yi, • • 
y^, y'2, . . 



y^(„-*) ^ y^(n) 



y.., y'n, .... yn(°-^> , y„'") 

oder, indem wir y/"), ya^"^ . . . yn^°^ mit Hülfe der ge- 
gebenen Differentialgleichung eliminieren, so ist: 

D' = 

yt,y'i, . . yi^"-^' -n^yi("-i) -~~^\j,("-'» - . .->i„yt 



yn,y'n , . .yn("-'^> -n^ynC»-!) — "f — >l, y„("-^ )— . .-^y„ 



yi, y'i, . . . yi(°-»> , — n^y,(»-« 



=— nyliD 



yn, yn', . . . .y«(°-^) , — n>ixyn<"-i> 
oder 
(3) D'+nyliD=0 

Die gegebene Differentialgleichung (1) sollte sich auf 
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eine nicht lineare Differentialgleichung (n — 1)*®^ Ordnung 
reducieren. Sei 

(4) u=^ 

yi 

so können wir ohne weiteres aufschreiben: 

y'i = uyi 

y"i= u'yi+u2yi 

y"'i= u"yi+3uu'yi+u3yi 

yiv, = u'"yi + 4uu"yi + 6u Vyi + Su'^yi + u^yi 



y^(n) wird u(n--i) u^d niedrigere Ableitungen von u, u° und 
yi enthalten, und wenn wir diese Werte in (1) einsetzen^ 
so erhalten wir eine Gleichung von der Gestalt 
(5) u(°-i> +pi u^'^-^) ^ _ . ^ p^= 

wo pi p2 . . . Pn bekannte Funktionen der X und u sind. 
Integrieren wir (3), so erhalten wir 

(3^) D=e~''i'^i ^^ 

und integrieren wir jetzt (5) so ist hiemit die Gleichung 

(1) integriert. 

Führen wir dies genauer aus. Nehmen wir an, ea 
seien Ui , U2 , . . . , Un , u, n -f- 1 Integrale der Gleichung 
(5). Setzen wir ferner: 

,1 — y'i n — y'^ n 33, y'n 

yi y2 yn 



so ist 



y'i + y'. + + y'n 



yi + y» +•••• + yn 

und daher 

(u— Ui)yi+(u— u,)yä4- . . . H-(u— u„)y„=0 
und wenn man letztere Gleichung differentiert, folgt: 
tu'— u'i+Ui(u— Ui)]y,+ . . . +[u'— u'„-f u„(u— u„)] y„=0 
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Wenn wir im Ganzen n — 2 mal differentieren, und 
jedes mal y'i durch ui yi ersetzen, so erhalten wir im 
Oanzen n — 1 homogene Gleichungen, und wir können da- 
her schreiben: 

yL_y2.= —IlL—n 

WO ^1 . . . f n bekannte Funktionen von Uj, . . . Un, u 
und ihren Ableitungen sind. Wir haben daher: 

Yi, UiYi, (ui'-f-ui2)yi, . . . (ui(n~i)-f-nuui(«-^)+ . . . )yi 
^_ y2, ujya, (u2'-f-U22)y2, . . . (u2^'^-i)4-nuu2("-2)-f . . . )y2 

yn, Unyn, (Un' + U„2)yn, . . . (Un^"-l)4-nUU„("-2)-f- . . . )yn 

folglich 

D=yiy2 . . . yn^ 

wo 7] eine bekannte Funktion der u und ihrer ersten n — 1 
Ableitungen ist. 
Folglich ist: 

D=/>"^i62 . . . Cn^ 

und daher endlich: 

1 _i 

yi = />fl, J2=p^2, . . . yn=/>Cn, p=Dn{S^ . . . ?n^) n 

Das Auftreten der Wurzel rührt davon her, dass 
die Integration von (2) und (5) die endliche Transformations- 
gruppe der Gleichung auf die grösste gemeinschaftliche 
Untergruppe von D und yi' . . . y'n reduciert, d.h. auf 

yT y7 

die nicht continuierliche Gruppe, die durch die n Trans- 
formationen 

yi=eyi, y2=ey2, . . . y^=eyn 
wo e° — 1=0 bestimmt ist. 

Soll die Transformationsgruppe von (1) die spezielle 
lineare Gruppe sein, so ist D rational bekannt ohne Qua- 
dratur, d. h. n X^ oder X^ selbst ist die logarithmische Ab- 
leitung einer rationalen Funktion (da e "^J^"^ rational ist) 
und wir brauchen bloss (5) zu integrierten. 
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Wenn in der Gleichung bereits das zweite Glied 

dn-ly 

■; rfehlt, so können wir schreiben 



D=: 



yi, yi , 



(n-l) 



yi 



yn("-^> 



1 



yn, yn , . 

Die Differencialgleichung 4^^ Ordnung: Speciell für 
die Differentialgleichung 4*«^ Ordnung, wo die constanten 
Factoren der Coefficienten die Binomialcoefficienten sind, 
wird die Gleichung (5): 

(5^) u'"4-3(u+4yli)u" + 6(u2+2yliu+yl2)u' +3u'2 
4-u* 4-4>iiu3 +6>i2u2 -\-U^ u+^ =0 

Wenn wir diese letztere Gleichung in die zwei fol- 
genden Gleichungen spalten. 

(6) u'"+3(u-f 4^ ) u" + 6(u2 +2yli u + yla )u' +3u'2 = 
(61 ) u* + 4>ii u« -f- U^ u2 +4yl3 u +>i4 =0 

so wird im allgemeinen ein Integral Ui von (5^ ) nicht zu- 
gleich (6) und (6^ ) befriedigen ; aber umgekehrt wird^ 
wenn Ui ein Integral von (6) und eine Lösung von (6^^ ) 
ist, Uj auch (5^ ) genügen, und folglich wird 

ein Integral der gegebenen Differentialgleichung (1) sein. 

Also gilt der Satz: 

Wenn eine Wurzel der algebraischen Gleichung (ff') zu- 
gleich ein Integral der nicht linearen Differentialgleichung 
ßur Ordnung (6) ist, so ist sie die logarithmische Ableitung 
eines Integrals der allgemeinen linearen Differentialgleich- 
ung (i). 

So haben z. B. die nicht lineare Differentialgleichung 
3ter Ordnung. 

u'" +3(u — 2x)u" +6(u2 — xu— i)u' -f 3u'' =8 
und die algebraische Gleichung 4*®^ Grades 

u* — 2xu3 — 3u2 4-4X(u— x)+x* +3x2 =o 



39 

(wo X eine beliebige Funktion von x ist) 
die gemeinsame Lösung Ui =x, und daher hat die Differen- 
tialgleichung 

yi=ce2 2u einem Integral, wie sich leicht veriflcie- 
ren lässt. 

Allgemeiner: wenn zwei Integrale Ui und U2 von (6) 
bekannt sind, so dienen sie dazu, ^ und ^2 in (6) und 
weiterhin X^ und ^^ in (6^) zu bestimmen. Daher ist die 
lineare Differentialgleichung, von welcher yi=e^'-^ und 
y^ = eJ zwei Integrale sind, bestimmt. Die Trennung 

von (50 in (6) und (6^ ist daher gleichbedeutend mit der 
Aufstellung zweier Bedingungen. 

So wird z. B. die Differentialgleichung 

u'" +3(u-— -^^^ u" +6(u2- -^^ni+2x«)u'+3u'2=0 

befriedigt durch Ui =x und U2 = 2x; diese beiden Werte 
sind aber auch Wurzeln der Gleichung 

u^— -^- u3+12x2u2 — (9x3— 7x) 11 + 2x^ — 6x2 = 

und daher sind, wie man leicht veriflciert, yi==Cie^und 
yg = CgC^" zwei Integrale von 

ßx 2-1-1 

(1") yiv_^^ni^ y"'+ 12x2y"— (9x3— 7x)y'+(2x^— 6x2)y=0 

Man wolle hiebei beachten, dass die Coefficienten 
in der gegebenen Differentialgleichung (1) und in der al- 
gebraischen Gleichung (6^ genau dieselben sind. 

Die Gleichung (5^ ) kann auch zerlegt werden in eine 
lineare Differentialgleichung 3*®*" Ordnung: 

(7) U"' + I2yli u"-|-6yl2U'+4yl3U = 

und in eine nicht lineare Differentialgleichung 2*®^ Ordnung : 

(8) 3uu" + 6(u + 2>ii )uu'+3u'2-f-u*-f4yii u3-f6>i2u2+>i4=o 
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Wenn Ui gleichzeitig ein Integral von (7) und (8) 
ist, so ist e^"^ ein Integral von (1). 

Also gilt der Satz: 

Wenn die logarithmische Ableitung des allgemeinsten In- 
tegrals der linearen Differentialgleichung 4*«'* Ordnung) {1) 
der nicht linearen Differentialgleichung 
(8) 3uu -\-6{u-J^2k^) uu +5m ' ^-\- u^-{-4Xt u^-^ 6X2U^-\-X^ == 
genügt j so genügt sie auch der linearen Differentialgleichung 
f^«^ Ordnung 

(7) u' + 12Xt u + 6X^u -f 4X^u = 0, 

und wenn die logarithmische Ableitung eines Integrals von 
(1) der Gleichung (7) genügt, so genügt sie auch der Gleichung (8). 

§ 9 Zweite Reduction — Kubische Relation zwischen den 

Integralen. 

Wir werden nun an Stelle von x in § 3 setzen y, 
und annehmen, dass die Transformationsgruppe unserer 
linearen Differentialgleichung 4*®^ Ordnung den Typus IX 
hat. Die Invariante 3*®^ Ordnung ist gegeben als Schnitt 
der zwei Oberflächen: 

(1) y2y4-yi^=o y, y,-yr^=0 

(2) y,Y,^-j,-=0 ^^^^ ^^' ^^) y,3_yB3y _o 
Das Problem kann jetzt, wie folgt, formuliert werden : 
Eine lineare Differentialgleichung 4*«** Ordnung zu in- 
tegrieren, wenn man weiss, dass eine kubische Relation von 
der Form [3] zwischen ihren Integralen existiert, d, h, dass 
die Gruppe unserer Gleichung die Gruppe IX ist. 

Da die fragliche Gruppe nicht integrabel ist, so ist 
es unmöglich, die Gleichung durch Quadraturen zu inte- 
grieren. 

Da die Gruppe IX die Untergruppe X mit einem 
Parameter weniger enthält, so folgt aus der allgemeinen 
Theorie, dass die Integration unserer Gleichung von der einer 
Differentialgleichung 1*®^ Ordnung abhängt. In der Tat 
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Averden wir sehen, dass es eine Riccati'sche Gleichung 
ist; aber wir wollen zuerst die Differentialgleichung 2*®'' 
Ordnung betrachten, deren Resolvente sie ist. 

Die Curve (3) kann mit Hülfe zweier Parameter, 
wie folgt, dargestellt werden: 

(4) yi = u\ U2, Yg = ui n\, ya = u^, y^ = \x\ 

da ja (1) und (2) geschrieben werden können : 

y2 yi y» u« 

Nehmen wir an, dass die Differentialgleichung 2*®"" 
Ordnung, für welche Ui und ti^ zwei unabhängige Integrale 
sind, die folgende sei: 

(5) u'+Kur^O 

Um die Differentialgleichung zu bilden, von welcher 
yi . . . y4 abhängen, setzen wir: 

(6) y=u« 

und nötigen Falls yi =u^ (i=l ... 4). 

Differenzieren wir (6) vier mal, indem wir mit Hülfe 
von (5) die Ableitungen von u eliminieren, die höher als 
die erste sind, so erhalten wir: 
y»v= _ 6 K u u'2 — 3 K' u« u^ +(21 K^ — 3 K")u8 
yiii= — 2 1 K u» u — 3 K u» + 6 u' 8 

yn= 6uu'» — 3Ku8 

y^ = 3uV 

y = u8 

woraus dann folgt: 

(7) y^^+lOKy" +10K'y +3(3K2-3K" )y=0. 
Und man sieht leicht, dass u^ u^ und Ui u*2 ebenso zwei 
Integrale von (7) sind, wie u^ und u^ . 

Nun können wir statt der Gleichung (1), zufolge der 
Substitution z=ye i"^!^^» schreiben: 

d^z , ^ d*z , . dz , ^ 

dx* dx^ dx 
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WO 

( p^r=zX-4tX,;i^-i-^;i,%-3X,^6X,X,' +6X,%' -{.3X,'-X,"' 

adjungieren wir also e^ i unserem Rationalitätsbereich ^ 
so kann man die Differentialgleichung (a) als die allge- 
meine lineare Differentialgleichung 4*®^ Ordnung ansehen. 
Vergleichen wir nun die Gleichung (a) mit (7), so 
sehen wir, dass: 

(9) K=:^P2, K'=^p3, 3(3K^-K")=p, 

5 5 

und wenn wir K eliminieren, so erhalten wir 

(10) 3p2=2p3, p - Ap; - (|-) 'p'2 = 

oder, durch die Coefflcienten der gegebenen Gleichung 

ausgedrückt : 

(11) X," — 2 y(i yi/ — 4 ^^ _j_ ß yl^ A, -f 3 yl^ — 2 ^ = 

und 

^— 4>^i4+6>Ji2 yi^— 3/i^— 6A2>J/ +6>^i2 x^' 4-3// '—X,"' 

6 d /9\2/ \2 

-5di(^» - ^ ^'^' + 2 >!,» - X-- ) - {^^j i^X, - // - ^'^ j =0 

Wenn die zwei Relationen (11) zwischen den Coeffl- 
cienten der gegebenen Gleichung, oder die zwei Relationen 
(10 zwischen den zwei Coefflcienten der Gleichung, in 
welcher das zweite Glied fehlt, existieren, so können 
vier Integrale geschrieben werden: 

(4) yi=Ui\i2, 72=^1^2 ', Ys=^%7 y4=u\ 

wo Ui und Ug Integrale der linearen Differentialgleichung 
2ter Ordnung und u" -j-ku=0 sind, und wo k sich aus einer 
der drei folgenden Gleichungen bestimmt: 

k = —Po, k' =— Po, k" — 3k2=— ^ 
5 5 3 

Diese letzten drei Gleichungen müssen zugleich be- 
stehen können. 



Die von unserer Theorie geforderte Differentialgleich- 
ung 1*«'' Ordnung ist die entsprechende Riccati^sche 
Gleichung. 

(12) V +v2 + k = 

Die Relationen (11) stellen die Bedingungen dafür dar, 
dass die Differentialgleichung (1) die Gruppe IX als ihre 
Transformationsgruppe habe (§1, II), 

Wenn v^ und Vg zwei Integrale von (12) sind, so 

so sind e*'^^ ' ^ und e^^ ^' "^ zwei Integrale von (5) und. 

folglich sind die vier Integrale der Gleichung (a) (oder 7) 

^X(2v,-fv,)dx, ^/(v,+2v2)dx, ^3jXdx ^S/v^dx 



und die Integrale von (1): 

J(3Vi-yli)dx 



e/(2vi+v ~yl,)dx, ^/(v,4-2v,-^yl,)dx, ^/(3v -yl,)dx 



e 



§ 10 Dritte Reduction. — Eine quadratische Relation zwischen 

den Integralen. 

Aus den verschiedenen quadratischen Relationen 
zwischen den Integralen wählen wir als Bespiel: 

(1) y\ -72 74=0 

w^elche invariant bleibt, wenn man die folgende dreiglied- 
rige Untergruppe der Gruppe IX anwendet; 



Xi pi — Xg pa + 3 (x^ P4 — Xs ps ), X4 pi + 2xi P2 + 3X2 Ps , 

Xi P1+X2P2 + X3P3+X4P4 



und daher muss man eine Hülfsgieichung 1*®^ Ordnung, 
eine Riccati'sche Gleichung, integrieren. Die Relation 
(1) kann mit Hülfe zweier Parameter Ui und u^, wie folgt, 
dargestellt werden: 
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ib) 



4-2u' 



(2) yi = ui Uj, yj = u«g, y^ = u\ 
und wenn wir, wie oben, annehmen: 

(3) u" +Ku=0 
und 

(4) y = u2 
setzen, so wird: 

y = u« 

y' = 2 uu' 

y" =— 2Ku« 

y'" = — 2K' u« — 8Kuu' 

yi'^ = (8K« — 2K")u» — 12K' uu' — 8Ku'« 

Um nun u und seine Ableitungen zu eliminieren, 
müssen wir offenbar von den vorigen fünf Gleichungen 
eine vorläufig weglassen. 

Lassen wir erst y"' = — 2K' u* — 8Kuu' weg, so muss: 
yiv^ 8 K« — 2 K" , — 12 K' , — 8 K 
y' , -2K , 0,2 

y' , , 2,0 

y , 1 , 0,0 

sein, was ergibt; 

(7) 



(6) 



= 



yiv4.4Ky''+6K' y' +2K"y = 



Man kann nun leicht sehen, dass, wenn Ui und Uj 
Integrale von (3) sind, 
(2) yi = ui U2 , ys = u^8, y4 = u«i 

Integrale von (7) sind. 

Vergleichen wir die Coefficienten von (7) und (a§9) 
so folgt: 

(8) 4K = Pis, 6K' =4p3, 2K" =p4 

was dann weiter 



2 



4 3 2 

(9) Pü' — 9 P3 = und 2 p/ = 3p' 

liefert, und der Ausdruck in den i. folgt dann ohne wei- 
teres, welcher Ausdruck uns dann die Bedingung gibt. 



45 



dass die Differentialgleichung (1) in § 1 die obige quadra- 
tische Relation zwischen ihren Integralen besitzt. Zugleich 
ist die zu integrierende Hülfsgieichung mit bestimmt. 
Wir brauchen bloss das Verfahren von § 9, zur Vervoll- 
ständigung der Lösung zu wiederholen. 

Reducibilität der Gleichung: Die Gleichung (7) ist 
reducierbar im Sinne von § 1, wie man aus der folgen-- 
den Betrachtung sehen kann. Da die Gleichungen (5) 
alle aus (3) und (4) folgen, so steht es uns frei, irgend 
eine von ihnen wegzulassen, da ja eine überschüssig ist. 
Lassen wir die Gleichung y^v ^ (g K»— 2 K" ) u^ — 12K' uu 
— 8Ku2 weg, so folgt: 

y'" ,-2K',-8K,0 
y" ,-2K , ,2 
y , , 2 ,0 

y , 1 , ,1 

die uns dann gibt: 

(7^) y"+4Ky' +2K' y = 

Lassen wir aber die Gleichung y = U'^ weg, so fin- 
den wir 

K" 4K 



(6^) 



= 



(711) ylV^ 



K' 



+ Ky' +(6K'-f ^)y' 



welche sich durch einfache Substitution z = y' auf 



(10) 



+ 



K' 



z' +Kz' -1-2(3 K'+P) z 



■ 



reduciert 

Vergleichen wir (7") mit der ursprünglichen Gleichung,, 
so kommt 



= 4p3, h-^0 



(11) |r=4^, K = 6^, 6K' + ^ 

oder: 

(12) ;;' — 4 V /ii = und 36 /i./^ 4. 4 ^ — 4' 4 = 0, /i4 = 
Unter diesen Bedingungen besitzt die gegebene Dilferen- 
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tialgleichuDg auch dieselbe quadratische Relation zwischen 
ihren Integralen. 

Daher können wir den folgenden Satz aufstellen: 

Wenn zwischen den Integralen einer linearen Differen- 
tialgleichung ^^^ Ordnung die Quadratische Relation y\ — 
y^y^ = besteht, so ist die Gleichung reducierbar, und sie 
hat drei Integrale gemeinsam mit (7^ ) und ferner genügen 
die Ableitungen dieser drei Integrale der Gleichung {10). 



Die quadratische Relation y^* — y^y^^O ist offen- 
bar ein Specialfall von 

(13) yiy2~y3y4 = o 

Um die Reduction der Differentialgleichung welche 
sich daraus ergibt zu untersuchen, schreiben wir: 

(14) u" =au 

(15) z" =ßz 

(16) y= uz 

Differenzieren wir (16) 4 mal und eliminieren wir 
mittelst der ersten zwei Gleichungen die Ableitungen von 
höherer Ordnung als der zweiten, so erhalten wir: 

(17) y =uz 

y' = u z + u z 
y"==(a-(-^)uz-f 2u z 

y"=(a 4-/? )uz4-(a + 3/?)u' z -f (3 a-f /9) u z 
yiv=(a"_^^'_^a2_|,6a^-f-^2)uz_j_(2«' +4/? ) u z 
+ (4a' +2/9' )uz' -f 4(a4-/3)u' z' 

Nachdem man — 1, uz, u' z, u z' , u' z' eliminiert, er- 
gibt sich folgende Differentialgleichung 4*®** Ordnung 
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jiy 



<18) 



4^ 



=' - ß' 
a- ß 



2 (o + i9) y" 



ß 



(a + 3 /9) - 2 (a' + 2 ß) W 



4^^ 



-ß')iaf -\- ß) 



ß 



ia' +^)+ 



} 



Beim Vergleichen mit der Gleichung (1, § 1) erhält 



man: 



(19) 



a' — ff 



4 yl, = 



^ 



^ = 



^_j{a-\-S ß)-2 {a^ +2 ß' ) 
"^jia' +^ )-(a" +/9' )+(a-^)^ 



Glücklicherweise lässt sich a leicht eliminieren und 
es entsteht: 

(2 i3 + 3 ^)« = >}, — 3 r, — 12 ^ /' 2 



(20) 



^ + 4 A, /9 = 3 V + 6 >(, A, 



2 yi. 



Wenn wir ß aus diesen zwei Gleichungen eliminieren, 
finden wir die Bedingung, welche zwischen den Coefficien- 
ten unserer Differentialgleichung bestehen muss, wenn 
Yi 7-2 — y« y4 = wird, mit andern Worten : wir finden 
so die Bedingung, dass die Gruppe unserer Gleichung, 
die Gruppe VIII sein soll. 

Wenn m^, w^, 2^, z^ die Integrale von {14) und {15) sind 
dann werden die Integrale unserer Differentialgleichung 
4*«'* Ordnung sein: 



Vi = ^i z,, y^ 



^2 ^±7 y^ = ^2 ^u y^. 



Wi 2, 



welche offenbar der verlangten Beziehung y^ y^ — y^ y^ = 
genügen. 
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§ II. Reduction mittels Hülfsgieichungen, die vornherein als 
bekannt angesehen werden. 

Wir wollen unsere Differentialgleichung in der Form 
des § 9 - ^ 

/ ^ cl*z ,■ d^z , . dz , 

betrachten. Wir haben gesehen, dass, wenn die Relationen 

(1) Sp/ — 2p3, P4--P3' —— P'2=0 

5 25 

zwischen den Coefficienten existieren, die vier Integrale 
durch die zwei Integrale einer gewissen linearen Differen- 
tialgleichung 2*®^ Ordnung ausgedrückt werden konnten. 

Wenn die Hülfsgieichung 2*®^ Ordnung (oder die ent- 
sprechende Riccati'sche Gleichung) als gegeben ange- 
nommen wird, so ist klar, dass die Gleichung (a) einigen 
Bedingungen unterworfen ist. In der Tat sind wir nun 
in der Lage, die Coefficienten pg, Pg, P4 von (a) zu be- 
rechnen. Diese sind alle vollständig bestimmt durch die 
zwei Bedingungen: erstens, dass eine gewisse cubische 
Relation zwischen ihren Integralen existiere und zweitens, 
dass ihre Resolvente bekannt sein soll. 

Die Hülfsgieichung sei die Differentialgleichung der 
Funktion des elliptischen Cylinders (*). 

Wir verlangen, die Coefficienten pg, Pg, P4 so zu be- 
stimmen, dass die kubische Relation y^2 — y^3y4 = zwischen 
den Integralen existiert, welche Integrale durch die Inte- 
grale der Differentialgleichung der Funktion des ellipti- 
schen Cylinders ausdrückbar sein sollen. Hier ist 

(2) K = q2-f 2qiCOs2x 

wo q und q^ Constanten sind (siehe § 9 Gl. (5). 

(1) ^_|_(q2_|.2q, cos 2x) y=0 

dx^ 
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Wir berechnen p^, pg, p^, leicht mit Hülfe der Gleich- 
ungen (9, § 9) und finden, dass unsere Differentialgleich- 
ung ist : 

H^7 .d^7 dz 

(3) 1L±A. 10 (q2 -L 2q^ cos 2x) 40 q^ sin 2x — 

' dx^ dx^ dx 

+ 3|3(q2+2q^)-f4qi(3q«-f 2)cos2x-f 6q\cos4x|z=0 
Es gilt daher der Satz : Wenn u^ und u^ zwei unab- 
hängige Integrale der Differentialgleichung der Funktion 
des elliptischen Cylinders sind, so sind die vier Integrale 
von (5): 

u\u^, u^u\, u^^, u^^ 

Lam^'s Funktionen: Wenn wir für cos 2x in (2) 
setzen cos am 2x, so wird die Punktion dnx in (3) auf- 
treten ; aber mit einer kleinen Aenderung können wir die 
Differentialgleichung 4*®** Ordnung finden, deren Integrale 
durch Lame'sche Funktionen ausdrückbar sind. 

Die Hülfsgieichung ist die Lagrange' sehe Gleichung: 
Schreiben wir die Lagrange'sche Gleichung in der Form: 

(4) u" + — u' + -^u = 

ax ax^ 

so sind die zwei Hauptlösungen Ui=x i und U2=x'^2> 
vorausgesetzt, dass X^ und X^ Wurzeln von 

(5) a/2— (a--b)yl+c 
sind. 

Setzen wir u = x^*v, so wird diese Gleichung 

rAt\ /' I 2ab4-4ac — b^ ^ 

(4^ ) V ~\ ' V = 

4a^x* 
Daher finden wir, mittels § 9 (Gl. 9) wie oben, dass 
die entsprechende Differentialgleichung 4*«'' Ordnung die 
folgende ist: 
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d^z ^Q 2ab44ac— b^ d^z 2ab4-4ac-b« dz 

dx^ 4a^x^ dx^ a*x» dx 

, 3(2ab+4ac— b^) (2ab-f4ac-~b»--8a*) 

-4 ^ ! : '-^ ! L Z = 0. 

16a^x^ 

Ihre Integrale sind z^=y^\j^j z^^^y^-v^^ 7.3=V2^ Z4=Vi^ 
oder: 

a^ = X ^ '^1+^2— ü , 22 = X ''i+a^a iä, 

; 8b j 8b 

Z^ = :S,^^^ 2a, Z^=X8'^1 2a 

-WO ^1 und X^ den Bedingungen (5) zu genügen haben. 

Die Hülfsgieichung ist die Legendre'sche Gleichung: 
Schreiben wir die Legendre'sche Gleichung in der Gestalt: 

rr,^ // ' 2x ': / , n(n+l) ^ 

(7) u ^u' -\- -^— !-^ u = 0. 

1 — X* . 1— X* 

Durch die Substitution 
<8) u = 



v/l— X« 
geht sie über in die Gestalt 



<9) 



L 1— x' (1— x*)*J 



Wenn wir, wie es gewöhnlich geschieht, zwei unab- 
hängige Integrale von (7) mit Pn und Qn bezeichnen, so 
«ind die correspondirenden Integrale von (9) 



und mittels derselben Methode finden wir, dass die Diffe- 
rentialgleichung 4*0'' Ordnung, deren Integrale 

Zi=(l-x2)?P«nQ„,Z2=(l-x2)lPnQ«n,Z3=(l— X«)fQ«n 
Z,=(1-X«)?P«„ 

sind: 
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(10) -^ ior^(5±i) + _j_] ^ 

) dx*^ [_ 1— X« ' (l-x«)»J dx« 

■ gofnCn+Dx 2x 1 
^ [_ (1-x«) d-x»)»] 

-^ 1 3n»(n+l)« 



dz 



+ 



dx 

4n(n+l)-6n(n+l)xi'— 4 



(1— x*)8L 1— X* 

- 3 

(1— X2 



— 3 ^^'' ^ I z=0 



y 



heisst. 

Speciell wenn n=0 ist, haben wir die Differential- 
gleichung 

(l-x2 Y— + I0(l-x2 )2 ^-f-40x(l— x2 )— — 3( 1+8x2 )z 
dx* dx2 dx 

= 
deren Integrale sind: 

(l-x2 )?P,2 Q^, (i_x2 )!p,Q,2 ^ (1^x2 )?Q8„ (l-x2 )?P,^ 

Die Hülfsgieichung ist die BesseVsche Gleichung: 

Die Bessersche Gleichung lautet: 

dx2 X dx x2 

Die Substitution y =x~iu verwandelt sie in die folgende: 

(12) 



u--[> + ^?^ju = 



Wenn J« und Yn zwei unabhängige Integrale von 
(11) sind, so sind x~«Jn und x-^Yn die zwei entsprechende 
Integrale von (12), und die Differentialgleichung, deren 
Integrale 

sind, lautet: 



d*z r , n*-n d« z . ^ (n^ -j) dz 

(13) zr.-io i+-rL-7+2o' 



dx* L X* I dx2 ' X» dx 

+ 9[l + 

Wenn n = ist, so wird letztere 



= ist, so wird letztere 
d^z r 1 ld«z 5 dz r 15 1 



und ihre Integrale sind: 



X-? Jo^ Yo, x-f JoYo^ , X-? Yo», x-f J, 
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Wir könnten genau dieselbe Untersuchung durch- 
führen, wenn zwischen den Integralen eine quadratische 
Relation bestehen würde, aber wir wollen uns begnügen 
mit der Bemerkung, dass die Formeln (8) in § 10 uns die 
Mittel an die Hand geben, die Differentialgleichung 4*®'' Ord- 
nung zu finden, deren Resolvente zum voraus gegeben ist. 



^5^(^i^ 



Schlussbemerkung. 



Lie hat gezeigt, dass seine Theorie auf alle damals 
bekannten Methoden, Differentialgleichungen zu integrie- 
ren, ein Licht wirft, indem sie alle diese verschieden 
aussehenden Methoden unter einen Gesichtspunkt bringt. 
Aber wie wir bereits bemerkt haben, ist seine Theorie für 
die Differentialgleichung nicht so vollständig, wie die ent- 
sprechende Theorie für die algebraischen Gleichungen. 

Unsere Methode besteht kurz darin, möglichst viele 
der Gruppen in B4 zu bestimmen, und die resultierenden 
Reductionen zu untersuchen, indem man annimmt, dass 
jede Gruppe der Reihe nach die Gruppe unserer Differen- 
tialgleichung ist. Das Problem kommt daher natürlicher 
Weise darauf hinaus, alle. Gruppen in R4 zu bestimmen. 

Wir haben aus einer gewissen Anzahl dieser Grup- 
pen, und zwar meistens primitiven, die linearen homoge- 
nen Gheder herausgegriffen. Aber dies genügt keineswegs. 
Es ist nämlich beg.reiflich, dass einige der weggelassenen 
Glieder in die linear homogene Form transformiert wer- 
ben können; und diese müssen daher, um unser Problem 
vollständig zu lösen, auch noch untersucht werden. Die 
linearen homogenen Glieder, welche wir betrachtet haben, 
bilden wieder eine Gruppe für sich. 

Um zu entscheiden, ob die Gruppen integrabel sind 
oder nicht, haben wir EngeFs Theorien (§ 2) und die Me- 
thode der derivierten Gruppen angewandt. Wir sahen, 
dass von den 14 betrachteten Gruppen, nur diejenige, 
welche die Cayley'sche Oberfläche 3 Xi Xg X4 — X3 x^4 — 
5 Xi« = invariant lässt, integrabel ist. 
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Unsere Ergebnisse scheinen daher anzudeuten, dass,. 
wenn auch einige der Gruppen integrabel sind, bei den 
meisten dies noch nicht zutreffen dürfte, und dass daher 
die entsprechenden Reductionen nur teilweise nicht voll- 
ständige sind. Dies zeigt, dass wir im allgemeinen unsere 
Differentialgleichung nicht lösen können durch Integration 
einer Anzahl linearen Differentialgleichungen l*«*" Ordnung, 
aber wir können das Problem der Integration reducieren 
auf die Integration einer oder mehrer Differentialgleichungen^ 
die von niedrigerer Ordnung, als der 4*®'' sind. 

Wie zu erwarten war, zeigte sich, dass alle Gruppen 
algebraisch sind, und wir sahen (§ 1, I ; § 2), dass dies 
die einzige Art ist, mit der wir uns zu beschäftigen haben. 

Da die Gruppen in § 3 entweder eine kubische oder 
eine quadratische Relation zwischen den Integralen inva- 
riant lassen, so ergibt sich die Aufgabe, die entsprechen- 
den Reductionen zu bestimmen. In § 9 haben wir ein 
Beispiel einer kubischen und in § 10 zwei Beispiele einer 
quadratischen Relation zwischen den Integralen. 

In § 11 haben wir Differentialgleichungen 4*®** Ord- 
nung bestimmt, deren Integrale mit Hülfe gewisser wohl- 
bekannter niedrigerer Funktionen dargestellt werden kön- 
nen. Es bleibt endlich noch die schwierigste Aufgabe 
(§ 1, IV) zu lösen, nämlich; „die Gruppe einer gegebenen 
Differentialgleichung zu bestimmen.'^ Aber diese Aufgabe 
liegt zu weit ausserhalb des Rahmens der vorliegenden 
Arbeit, und muss einer späteren Gelegenheit überlassen 
werden. 



Ich ergreife die Gelegenheit gerne, Herrn Professor 
Burkhardt meinen besondern Dank auszusprechen für 
seine Liebenswürdigkeit und seine anregenden Ratschläge.- 
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